
 עוד שלוש שאלות באינדוקציה

 1שאלה 

נתונה סדרה חשבונית  ,,,8,5,2 na . 12332הוכיחו באינדוקציה כי הביטוי  nn aa 

. טבעי nללא שארית לכל  38-מתחלק ב

פתרון 

21: הטענה נכונה 1nעבור  a 52-וa , 383114323922332ולכן 52  .

12332כלומר , kנניח כי הטענה נכונה עבור   kk aa ,ונוכיח כי , ללא שארית 38-מתחלק ב

21גם  2332   kk aa ללא שארית 38-מתחלק ב :
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על  38-ומחובר השני מתחלק ב, 38ללא שארית ככפולה של  38-ן מתחלק בהמחובר הראשו

. ללא שארית 38-לכן הביטוי כולו מתחלק ב. פי הנחת האינדוקציה

 

 2שאלה 

 :מתקיים  1-טבעי  גדול  מ  nכי  עבור  כל  (  או  בדרך  אחרת)הוכח  באינדוקציה  

1/2² + 1/3² + . . . + 1/n² < (n-1)/n 



פתרון 

: באמצעות  הצבה  n=2את  הטענה  עבור   נבדוק 

1/2²  <  (2-1)/2 

1/4  <  1/2 

נבדוק  האם ,  1-כלשהו  גדול  מ  n=kבהנחה  שהטענה  נכונה  עבור  

. n=k+1נובעת  מכך  גם  נכונותה  עבור  

1/2² + 1/3² + . . . + 1/k² < (k-1)/k 

 

1/2² + 1/3² + . . . + 1/k² + 1/(k+1) ² < 

   < (k-1)/k  +  1/(k+1) ² < 

   < (k-1)/k  +  1/[k(k+1)] = 

   = [ (k-1)(k+1)  +  1 ] / [k(k+1)] = 

   = k² / [k(k+1)] = 

   = k / (k+1) = 

   = [(k+1) – 1] / (k+1) 

 

. n=k+1נובעת  נכונותה  עבור    n=kמנכונות  הטענה  עבור  :  ל.ש.מ

 

 3שאלה 

 :טבעי מתקיים nכי לכל ( או בדרך אחרת)הוכיחו באינדוקציה  .א

      
2 22 2 3 21 2 3 4 2 2 1 1 2 1n n n n          

2: מצאו את הסכום .ב 2 2 2 217 18 19 20 81    . 

 



פתרון 

1nעבור . נוכיח את הטענה באינדוקציה .א  הטענה היא :

  2 2 21 2 3 1 1 2 1      

6-מכיוון ש 6 ,כעת נניח שהטענה נכונה עבור . הרי שטענה זו מתקיימתn כלשהו ,

1nונוכיח אותה עבור   :

       
2 2 2 22 2 2 21 2 3 4 2 2 1 2 2 2 3n n n n            

 {הנחת האינדוקציה} =

             
2 2 2 2

1 2 1 2 2 2 3 1 2 1 4 1 2 3n n n n n n n n              

1n כגורם משותף לשני המחוברים הראשונים} =   {הוצאת 

         
2 2

1 2 1 4 4 2 3 1 2 3 2 3n n n n n n n             

2 {כגורם משותף לשני המחוברים = 3n   {הוצאת 

      1 2 3 2 3 2 2 1 1n n n n n            

 :הראנו אפוא שמתקיים

       
2 22 2 2 21 2 3 4 2 1 2 1 1 1 1 2 1 1n n n n                             

1nוזו בדיוק הטענה עבור   מה ההוכחה באינדוקציהובכך ת .

 

: מתקיים. ניתן גם להוכיח בדרך אחרת

   

   

2 22 2 2 2

2 22 2 2 2 2 5

1 2 3 4 2 2 1

0 1 2 3 4 5 2 2 1

n n
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: נקבל את הסכום, אם נחליף את סדר המחוברים ונקבץ כל שניים סמוכים

         
2 22 2 2 2 2 21 0 3 2 5 4 2 1 2n n         

 
 

נשים לב שכל מחובר הוא מהצורה    
2 2

2 1 2ka k k    0,1כאשר, ,k n .

: מתקיים



           
2 2

2 1 2 2 1 2 2 1 2 4 1ka k k k k k k k                 

כלומר  ka  1,5,9היא הסדרה החשבונית, ,4 1n   1אשר בהn  לפיכך . אברים

: דהיינו, הסכום הדרוש הוא סכום סדרה חשבונית זו

     
  0 1

1 4 1 1 2 2 1 1
1 2 1

2 2
n

n n n n
a a a n n

    
         

: הראינו כי מתקייםכלומר 

      
2 22 2 2 21 2 3 4 2 2 1 1 2 1n n n n           

 .כמו שצריך להוכיח

 

: לפי סעיף א .ב

  2 2 2 2 2 21 2 3 4 16 17 8 1 17 153          

  2 2 2 2 2 2 2 2 2 21 2 3 4 16 17 18 19 20 81 20 1 81 1701               

: אם נחסר את המשוואה השנייה מהראשונה נקבל

2 2 2 218 19 20 81 1548       

217נוסיף  289 לשני האגפים ונקבל :

2 2 2 2 217 18 19 20 81 1837       

 .כנדרש

 


