
  

 קשת ועקמומיות

 

xfy)(נתונה פונקציה     נסתכל על העקומה. רציפה וגזירה.. 

 . Pקרובה ל  P1הן על הגרף והנקודה    Qו   P1 Pשלוש הנקודות  

   P(x0;y0)  הנקודה    וP1(x1;y1)      xxx  01  yyy  01 

y

x

x

y

x0 x1

y0

y1

p

Q

p1

k

 

  Qל  Pואת אורך הקשת מ  sנסמן  ב   P1ל Pאת אורך הקשת מ 

 .  Sנסמן  ב

 אם הוא מספיק קטן ניתן לראות את P,K,P1במשולש ישר הזוית   

222הקשת כיתר של המשולש ואז               אורך yxs    (1( 

02נחלק ב  x                               22ונקבל )(1)(
x

y

x

s









 

  
x

s




 xליחידת שינוי של  sנותן את קצב השינוי של אורך הקשת  

והנגזרת של אורך הקשת הוא הגבול    
y

s
y




 lim0 ו-       

x

s
x




 lim0  



  

1)(2                                                            נציב 
x

y

x

s









 

                   

)(2ב    (1)אם נחלק את  y                          222 yxs  

1)(2נקבל                                                           
y

x

y

s









   

 .אנו ניקח את הסימן החיובי

 הנקודות  0yו        0xכאשר       limאם ניקח את הגבול   

P  ו-  P1   מתקרבות זו לזו כך שאורך הקשתPP1   שווה לישרPP1 . 

1)'(2                         ואז  y
dx

ds
    1)(2       -ו

dy

dx

dy

ds
      

 .וזו נגזרת אורך הקשת

 

 בנקודה ביחס של פונקציה היא קצב שינוי זוית המשיק   עקמומיות

 . sלשינוי ביחידת אורך הקשת 

                       ונגדיר  Kנסמן עקמומיות ב 
sds

d
K s




 


lim0 

y

x

x

y

x0 x1

y0

y1

s

P1 P2

P3

1

1 2 3

   

     

 



  

 

 P1זוית המשיק לנקודה   1הסתכל בגרף  

                    2   זוית המשיק לנקודהP2 

                    3    זוית המשיק לנקודהp3 

 

שינוי  בעצם םה  sלאורך  זוית השיפוע מנקודה לנקודה ישינוי

 .y'הנגזרת  

 .המשיק ביחס לאורך הקשתכקצב שינוי זוית   kהגדרנו עקמומיות  

 tanuנציב               tan'y של הפונקציה היא  הנגזרת

'tan         קבל  נ  uy   ואז        )arctan(u 

לחישוב העקמומיות אנו צריכים                
s

K






 

לפי כלל השרשרת        
ds

dx

dx

du

du

d

ds

d 
   

'tanאם      uy       אזי הנגזרת השניה היא"y
dx

du
 

ראינו כי                                                      
21

1

udu

d





 

21וכן  ראינו          u
dx

ds
                ומכאן

21

1

uds

dx


 

 נציב בכלל השרשרת ונקבל

                            

                                                     )("
1

1

1

1

22
xy

uuds

d





  

uyנציב את     '  ונקבל                          
2

3

2 )'1(

)("

y

xy
K



 

 .העקמומיות תלויה בנגזרת השניה של הפונקציה 

  ואז  y'0שים לב בנקודת קיצון  



  

 .הנגזרת השניה היא העקמומיות בנקודת הקיצון

גדולה ( השיפוע)הזוית ככל שהעקמומיות גדולה יותר קצב השתנות 

 יותר 

 .והעקומה חדה יותר

 

 

 

 

                      K                                     גדולK  קטן 

 

 

 

שלילי לקשת   Kחיובי זה מתאים לקשת קעורה ו   K  אם מתקבל 

 .קמורה

זה  –שלילי  y"(x) ןהבמכסימום ומינימום שבנקודות זאת ראינו 

 .(קעור)זה במינימום  –וחיובי , (קמור)במכסימום 

מתלכד עם ר שאשזה רדיוס המעגל  דיוס עקמומיותרלעקמומיות יש 

 .בנקודת ההשקה sהקשת   

   

 

 

 

 

 

 



  

 קטן יותר הרדיוס יהיה גדול יותר kככל ש 

                                      הוא     rורדיוס המעגל 
||

1

K
r    

זה אומר שהוא נמצא על  .יקרדיוס מעגל העקמומיות מאונך למש

  אם  (כמו שלמדנו במשיק ונורמל)נגזור את הפונקציה  אםו הנורמל

 

 

my     הוא המשיק  tan'             אזי הנורמל יהיה
m

1
    

נוכל למצוא בעזרת נקודת ההשקה     M(x0;y0)את מרכז המעגל 

P(x0;y0)    הנורמל הוא  )(
1

00 xx
m

yy MM    (M  מרכז המעגל.) 

 

  ותדוגמא

 

xyנתונה הפרבולה                        .1 122  

 P(3;6)מה העקמומיות  בנקודה              

                   נגזור את הפונקציה פעמיים   
y

yyy
6

'12'2  

      נגזור פעם נוספת   את
y

y
6

'                
2

6'**0
"

y

yy
y


   

P      1נציב את הנקודה   
6

6
' y               

6

1

3*12

6*1
" 


y 

רדיוס העקמומיות ואת מרכז את , מכאן נחשב את העקמומיות

 .המעגל

                       
24

2

8*6

1

)11(

6

1

)'1(

)("

2

3

2

3

2













y

xy
K    

 



  

 .הנגזרת השניה היא שלילית זה אומר כי הקשת היא קמורה

17 נחשב את רדיוס העקמומיות               
2

24

||

1


K
r      

xy    נצייר את הגרף 122  

y

x

M(x0;y0)

P(3;6)

r

 

שיפוע הנורמל  הוא    .   נמצא את מרכז המעגל 
m

1
 

m           היא הנגזרת הראשונה של הפונקציהm=1   שיפועלכן 

 . 1-יהיה    הנורמל

     הנורמל העובר בנקודת ההשקה ובמרכז המעגל יהיה       

                                                                      1




PM

PM

xx

yy
 (1) 

222            (       רוסקיםראה קוים מ)כמו כן  )3()6( rxy MM  (2)   

16)3(דת ההשקה ונקבל                ואת נק (1)נציב ב  MM xy 

22                        נעלה בריבוע   )3()6(  MM xy   

)3()3(288                       ונקבל    (2)נציב זאת ב  222  rxx MM   

                                                                           
123

144)3( 2





M

M

x

x
    



  

6126                           ונמצא את 15Mxמכאן       MM yy 

)15;6(ז המעגל יהיה     מרכ -6 מאחר והקשת קמורה ניקח את  ה M 

 

42)4(נתונה הפונקציה        . 2 xxy   

 . P(-3;9)מצא את רדיוס העקמומיות  ואת מרכז מעגלו בנקודה     

43                      נגזור לפי פונקציה סתומה       )4(4'2 xxxyy   

(1) 

                מכאן  
y

xx

y

xx

y

xxx
y

2

)516(

2

165

2

)4(4
'

33443 






  

     (1)נגזור פעם שניה את 
23332

332

482048128"2'2

44)4(12)"''(2

xxxxxyyy

xxxxyyyy




      

                                         מכאן       
y

yxx
y

2

'24820
"

223 
 

 נקבל                  ו Pנציב את ערכי הנקודה 

                                   

25.6
9*2

)
2

3
(*2)3(*48)3(*20

"

2

3

9*2

)1516()3(
'

223

3













y

y

 

 

K                                   07.1נחשב את 
86.5

25.6

)'1(

"

2

3

2










y

y
K 

r                                                          93.0נחשב את 
||

1


K
r     

 

'5.1ראינו    y    666.0לכן שיפוע הנורמל  יהיהm   

     )]3([666.09  MM xy  222       ו 93.0)3()9(  MM xy 

 



  

);(  ומשתי המשוואות נקבל   את mm yx מרכז המעגל 

                     226.2;;744.36.0
443.1

93.0
)3( 21

2

 mmm xxx 

 

y       84.10,,,,,5.8נמצא את  21  mm yy  הנגזרת השניה ראינו(-) 

 M)774.3;5.8(קציה קמורה ומכאן מרכז המעגל נמצא ב  לכן הפונ


